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1.1. Integracao por Partes

Sejam f(X) e g(x) fungBes derivaveis no intervalo |, pela derivada do produto,
temos:

[F00.900]'= 109”90+ F(x).90)

F(0-9°09 =[ f(0-909] - 1 ()9 ()

_[f(x).g'(x) dx =j[f(x).g(x)]'dx—j f(x)'.9(x) dx
J100-9°09 dx=F(x).9() [ f(x)".9(x) o

Na pratica, para u=f(x) e v=g(x), temos du=f'(x)dx e dv=g'(x)dx.
Substituindo na féormula anterior obtemos a férmula de integracdo por partes:

judv :uv—J.vdu

1.1.1. Exemplos
1. Calcular as integrais das seguintes funcgoes, por partes:

1.1.Ix.exdx
Uu=X = du=dx

dv = e*dx :>v:fexdx:eX

Iudv :uv—jvdu =

J.xexdx = xe* —Iexdx =xe*—e"+c=e"(x-1+cC
1.2. I x?.senxdx

U = x2 = du = 2xdx

dv = senxdx =V = J senxdx = —cos X

J'udv :uv—jvdu =

[ x?.senxdx = x* (—cos x) - [ (~cos x)2xdx = —x* cos x+ 2[ xcos xdx

Resolvemos a integral Ixcos xdx, também por partes:
_[xcos xdx
u=X = du=dx

dv=cosxdx = v= Icos Xdx = senx
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J.udv:uv—J'vdu:

I X COS XdX = Xsenx — I senxdx

Substituindo na integral anterior, temos:

_[ x?.senxdx = —x* COS X + ZJ X c0s xdx
'[ x?.senxdx = —x* €os X + 2[ xsenx — j senxdx] = —X> COS X + 2XSenx — 2'|' senxdx

J x2.senxdx = —x? oS X + 2XSenX + 2¢oS X + C

1.3.Iex.cosxdx

_ AX
U=e = du =e*dx

dv=cosxdx = V= jcos Xdx = senx
Iudv :uv—jvdu =

I e*.cos xdx = e*senx —J'senx.exdx =e’senx — I e*senxdx

Resolvemos a integral Iexsenxdx, também por partes:
jexsenxdx

_ nX
u=e* = du =e"dx

dv = senxdx =V = I senxdx = —Cos X
Iudv :uv—Ivdu =
Iexsenxdx =e"(-cosx)— I (—cos).e*dx =—e*cosx+ _[e* cos xdx

Note que a integral J.excosxdx € a mesma integral procurada. Substituindo na integral

anterior, temos:
jex.cos xdx = e”*senx —.[exsenxdx

J'ex.cos xdx = e*senx — (—e* cos X + Iex Ccos xdx)
jex.cos xdx = e*senx +e* cos x —Iex cos xdx

Zjex.cos xdx = e*senx + e* cos x

e*senx + e* cos x

jex.cosxdx:
2
e”(senx + cos X
Iex.cosxdx: ( 5 )+c
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1.1.2. Exercicios
1. Calcular as integrais das fungdes abaixo, por partes:
1.1. I xsenxadx
u= du = [ udv =uv— [ vdu
dv = V=
Ixsenxdx =
1.2.j(3x+7)cosxdx
u= du = Iudv:uv—jvdu
dv= V=
J'(3x+7) cos xdx =
1.3. I(Zx—l)exdx
u= du = judv:uv—_[vdu
dv = V=
I(Zx—l)exdx =
1.4.Ixcosxdx
u= du = Iudv:uv—jvdu
dv= V=
Ixcos Xdx =
1.5.Iln xdx
u= du= [ udv =uv— [ vdu
dv= V=
jln Xdx =
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1.6. J‘x\/x+1dx
u=

du = judv:uv—_[vdu

dv = V=

Ixﬁdx=

1.7.len xdx

u= du= judv:uv—_[vdu
dv = V=

len xdx =
1.8.jxln3xdx
u= du = Iudv:uv—jvdu
dv = V=
J.xln3xdx:
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1.9.J'ﬁlnxdx
u=

du = judv:uv—_[vdu
dv = V=
J.«/;Inxdx=
1.10._.'x2 In xdx
u= du = Iudv:uv—jvdu
dv = V=
_[xz In xdx =
1.11._[xexdx
u= du = _[udv=uv—jvdu
dv= V=
jxexdx=
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1.12.J.xsec2 xdx

u= du = judv:uv—_[vdu
dv = V=
J‘xsec2 xdx =

2. Calcule as integrais abaixo

2.1. Ixe‘zxdx
u= du = Iudv:uv—jvdu
dv = V=
.[xe‘zxdx =
2.2. Ixe“xdx
u= du = Iudv:uv—_[vdu
dv = V=
jxe4xdx =
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z.3.j(|n x)2dx
u=

dv=

j (InX)%dx =

2.4. [ (2x—3)e*"dx
u=

dv=

j (2x—3)e" ¥dx =

du =

du=

Pagina 8

judv :uv—_[vdu

Iudv :uv—_[vdu
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2.5. I xsen5xdx

u= du=

judv:uv—_[vdu
dv = V=

J xsen5xdx =

2.6.Ixezxdx

J‘udv=uv—.[vdu
dv = V=

Ixezxdx =

z7.jxanxfdx

J‘udv=uv—.[vdu
dv= V=

jxanxfdx=
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2.08. Je’xsen2xdx

u= du=

judv:uv—_[vdu
dv = V=

je‘xsenZde =

3. Calcule as integrais abaixo
3.1. I arctgxdx

u= du = Iudv:uv—_[vdu
dv = V=
Iarctgxdx =
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3.2. Ixzexdx
u= du= judv:uv—_[vdu
dv = V=
Ixzexdx =

3.3. I(x+3)2exdx

u= du = _[udv=uv—jvdu
dv= V=
I(x+3)2exdx:
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3.4. Icos3 xdx
u=

du = judv :uv—_[vdu
dv = V=
J.coss Xdx =
3.5. j(—3x +1) cos5xdx
u= du = judv:uv—jvdu
dv = V=

_[ (—3x+1) cos5xdx =
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3.6. I(x+1) cos 2xdx
u=

du = judv :uv—_[vdu
dv = V=
_[(x +1)cos2xdx =
3.7. Ixzsenxdx
u= du = J'udv=uv—_|'vdu
dv= V=
Ixzsenxdx =
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Respostas:
1.1. —XCOS X+Ssenx+cC

1.3. e*(2x—3)+cC
1.5. X(Inx-1)+c

x? 1
1.7. —(Inx—=>)+c
2 ( 2)

3
1.9. gx2(ln x—3)+c
3 3

1.11. e*(x=1D+c

2.1.

1
_2e2X (x+§)+c

24, —Lero (2X—Z) +C
3 3

2

2.7. % (Inx)>=In x+ & |4e
2 2

3.1. xarctgx—% In(L+x*)+c¢

) 2sen’x
3.4. C0S® Xsenx + +C

sen2x, 1

3.6. (CH)(

1.2. (3x+7)senx+3cosx+cC
1.4. XSenx+CcosX+cC

2X o4 >
1.6. —(x+1)2 ——(x+1)?2 +c
3 (x+1) 15( )
2
1.8. X—(In3x—l)+c
2 2
X 1
1.10. —(Inx—==)+c
3( 3)
1.12. xtgx+In|cos x|+c

4x

2
- e—(x—%)+c 2.3. x[(INX)* =2Inx+2+c

4
—X 1 e2x 1
2.5. —C0S5x+—sen5x+c _=
5 5 2.6. 5 (x 2)+c
2.8. —%(sean—Zcost)jtc
5e
3.2, eX(X* =2x+2)+cC 3.3. e*(X* +4x+5)+cC
-3x+1

3.5.

senbx — i COS5x+cC
25

3.7. —X? COS X + 2XSenX +2C0S X+ C

)+=C0S2X+C
4
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2. Integral definida

2.1. Teorema Fundamental do Calculo
Se f(x) é continua em um intervalo fechado [a,b] e se F(X) é qualquer

primitiva de f(X), entdo j{ f(x).dx=F(b)-F(a).

2.1.1. Exemplos

3d_x23_32 0> 9
L == 72
2 4 2 Y
2. r 1)(4_3 dx:X_+3x = 4—-|—3,4 — ﬁ+3(—2) =16+5=21u.a.
2( 2 4 27| s 4

5

2 X2 2> (-1)® 32 1 33
3 [ xtax=2|” =L _2e 220
L 5-1 5 5 5 5 5

x r
4.ffcos Xdx = senx|2 = sen%—seno =0-1=1
0

2.1.2. Integral indefinida e calculo de area
Quando a fungdo f(x) é continua e ndo negativa em [a,b], a integral

definida coincide com o valor da area S limitada pela curva. Para os exemplos 1 e 2 acima
calculamos a area da regido S.

Definicdo: dada uma fungdo continua f(x)>0, a &rea entre a curva, o

eixo das abscissas e as retas Xx=a e X=Db é chamada integral definida de f entre os limites
b

a e b (a>b), que se escreve Jf(x).dx. Os numeros a e b sdo limites de integracdo, em que
a

a é o limite inferior e b o limite superior.

P

f(x)
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Obs:
A integral definida € um numero que representa a area abaixo da curva.
A integral indefinida é uma funcao, isto é, € uma familia de primitivas.

3
1. IO xdx
Fungdo: f(X)=Xx Gréfico da fungdo
Célculo da area: )
C

3 bh 33 9 S I S
_[ XdX=—=—=—-ua

0 2 2 2

-t A 1 B 4

b.h
Obs: area de um retangulo: S =7.

2. .[4 (1x+3jdx
-2{ 2

1 Grafico da fungdo
Fungdo: f(X):EX+3 ¢

fx) .~
Célculo da area: i <
I4 (ix+3jdx=(B+b)'h=(5+2)'6=21u.a. >
-2\ 2 2 2 i D|_~ ) S
ﬂ/, L ‘ ‘ . .
75 7:5 —4 753 Afz -1 1 3 4B
Obs: area de um trapézio: S :w
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2.2. Teorema

Se f é continua em [a,b], entdo f é integravel em [a,b].

2.3. Propriedades da Integral Definida

Supondo a>b, f(x)e g(x) funges continuas nos respectivos intervalos:

o j. f(x).dx = —j. f (x).dx
S

J.Cf (x).dx = CJ. f (x).dx, c: constante
P3 b b b

[ 00+900].dx= [ £ (x).dx+ [ g(x).dx
P4 b b b

j[ f (x)-g(x)].dx:j f (x).dx—J.g(x).dx
" jf(x)dx J.f(x)dx+_|'f(x)dx a<c<b
o .Tf(x).dx=0
P7 Z

jf(x).dxzo, f(x)=0
pg - ;

jf(x).dxzjg(x).dx, f(X)=g(x)e xe[a,b]
o b K

j f(x).dx| < j f (x).dx

j.f(x).dx=(b—a).f(c), a<c<b

2.3.1. Exemplos

2 0
1.Verifique se a igualdade é verdadeira J.Z«/Q.dx = —J.Z\/;.dx
0 2

2 4

0 3

J'Z\Fdx ijzdx 2.—

0 3 3

32
X2 4[2 Ozj L7 - 8f

%
0 0 1

—_[ 2x.dx = —2] x2.dx = -2
2 2

3

X3 Oz_ﬂ(og_zszﬂzf :§£ﬁ
3
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2. Calcule as integrais definidas:

3
2.1.j7x.dx

-2
3 3 23 2 (_9\2
I?x.dx=7]x.dx:7.x— :7(3——ﬂ)=7(g_ﬂ):7(§):3_5
% b 2|2 2 2 2 2 2 2

2
2.2. j(5x3 —3x+6)dx
0

0

T(SXS —3x+6)dx = j‘Sx?’dx —~ js’xdx +i6dx = 5_2[ xdx —3.2[ xdx + 6'? dx =
0 0 0 0 0 0

412 2|9 2 4 2

_5 X5 3 X% gxlfo52 32 52-20_6412=26
40 T2 o T2
10

2.3.j > dx

> 5x—1

19 modo: calcular a integral indefinida pelo método da substituicdo e, na sequéncia calcular a
integral definida.

u=5x-1
du = 5dx

1

j—%dx:jd—\ﬁzzju?du :u722+c:2\/ﬁ+c:2m+c

10 10
j > dx=2\/5x—1‘2 =2(+/5.10-1-+/5.2-1) =2(7-3)2.4=8

> J5x—-1

2° modo: calcular a integral pelo método da substituicdo e, na sequéncia, recalcular os limites
de integracdo na integral definida.

Na integral (varidvel x) Na integral (variavel u)
u=>5x-1 X=2 u=52-1=u=9
du = 5dx x=10 u=510-1=u=49
10 49 :
2 |49 1149 L1
[ S ax= (AU Yo 2™ o492 —92) = 2(7-3) =248
> Bx-1 3 u % 9 9
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2.4. Exercicios

1.Calcule as seguintes integrais definidas:

2
1.1. .|.x(1+ x*)dx =

-1

0
1.2. I(xz —4x+7)dx =

-3

1.3.

- C— N
><|CL
o| X
Il

9
1.4, th\/t_dt =
4

1.5. j.%:
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O [N

1.6. senxdx =
3

1.7. Icosxdx:
0
2

1.8. [ (senx+cosx)dx=
.
%

1.9. j(l+cosx)dx:
0
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2.Calcule as seguintes integrais definidas pelo método da substituicdo:

243y +1
u=

1 2
2. J'X_dx
A +9
u=
¢ Vidv
2.3. IW
-2
u=

du=

du=

du =
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24 TL
B 1\/;(\/;4‘1)3

u= du =

21
2.5. .|.(2x+1) 2dx

5
2.6. J\/Zx—ldx
1
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3.Calcule as seguintes integrais definidas pelo método de integragdo por partes:

2
3.1.lenxdx
1

judv:uv—jvdu
dv= V=

judv :uv—_[vdu
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Respostas:

;8 1.2. 48 La
o " 160
1.4. 844 1.5. 15 e 1_@

5 64 ;
1.7, ﬁ 1.8. 2 o Tt
2 2
. 242 2
2.1, = e _ 2.3, —
3 2.2. = (Jg 2) =
S 2.5, 2 o6
2.4, — Lo 28
36 2
3
3.1. 2In2—§ 3.2. 2e
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2.5. Anexo - Revisao Logaritmo e Trigonometria

o 90°
2n3 na3 1200 60°
34 M4 135° 45°
56 ne 150° 30°
CICLO
TRIGONOMETRICO n on 180° 360°
ar 1M 210° 330°
54 4 225° 315°
5M3 240° 300°
2

%

3r 270°

RAZOES TRIGONOMETRICAS ESPECIAIS

300 (I1/6) 450 (I1/4) 600 (I1/3)
Seno 1 \/E %
2 2 2
Cosseno % \jz 1
2 2 2
Tangente J3 1 3
3
Cotangente \/§ 1 \/é
3

FUNCOES TRIGONOMETRICAS:

BN Seno de x é a ordenada OPl do ponto P em
relagdo ao sistema uOv.

d —_—

Cosseno de x é a abscissa OP2 do ponto P em
relacao ao sistema uOv.

Vs 3
Sendo X # E e X# 7 , tangente de x é a medida

. algébrica de AT .
Sendo X # {0,72',272'} , cotangente de x é a medida

algébrica de @

T 37
Sendo X # {E’?} , considerando s tangente ao ciclo em P e, sendo S sua interseccao com u, secante

de x é a abscissa CE do ponto S.

SendoX¢{O,7r,27z}, considerando s tangente ao ciclo em P e, sendo S sua intersecgdo com v,

cossecante de x é a ordenada OC do ponto C.
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Resumo:
X 0 + T + T - 37 - 2w
2 2
sen x 0 cresce 1 decresce 0 decresce -1 cresce 0
CoS X 1 decresce 0 decresce -1 cresce 0 cresce 1
tg x 0 cresce Nao cresce 0 cresce Nao cresce 0
existe existe
cotg x nao | decresce 0 decresce nao decresce 0 decresce | nao
existe existe existe
sec X 1 cresce N&o cresce -1 decresce N3o | decresce 1
existe existe
cossec X Ndo | decresce 1 cresce nao cresce -1 decresce nao
existe existe existe
LOGARITMO:
—_— X —_—
Definicdo: Se abe R, O<a=#1lgeb>0 entzo log,b=xa"=b
Consegliéncias: Propriedades:
log,1=0 a. logaritmo do produto:  log,(b.c)=log,b+log, c
b
b. log, a=1 b. Logaritmo do quociente: log, (— =log,b—-log, c
. a c
400 _py c. Logaritmo da poténcia: log, b“ =alog, b
C. =

Profa. Marilia Rocha Reproducao ndo autorizada




